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数値計算の最前線 

蔡 大維 

1. はじめに 

コンピュータとコンピューティング手法の急速な

発展により，ほぼすべての専門分野で定量化と高精

度化が展開しており，計算物理学，計算化学，計算

生物学，計算地質学，計算気象学などの一連の計算

分野の分岐が生じている． そして，計算材料科学な

ど，計算数学における数値計算方法は，「計算」問題

を解決するための架け橋と有力なツールである．計

算能力は計算ツールと計算方法の効率の積であるこ

とがわかっていますが，計算方法の効率を改善する

ことはコンピューターハードウェアの効率を改善す

ることと同様に重要である． 科学計算技術は，科学

技術と社会生活のあらゆる分野で応用されている． 

数値計算は，数学的な問題の研究と解決を実現す

るための数値近似のアプローチであり，コンピュー

タを利用する数学問題を解く方法である． 

科学研究および工学応用研究開発では，さまざま

な計算方法が使用される． たとえば，航空宇宙開発，

地質の調査，自動車製造，建築設計，天気予報，市

大規模 LSI 設計開発など分野では，数値計算の利用

実績がある．数値計算は，数学理論の抽象性と厳密

さ，および工学の実用性と実験性の両方を備える理

論的かつ実践的な分野である．1970年代から，世界

のほとんどの大学では，コンピューターサイエンス

学科又は数学学科の計算数学専門の学生だけに数値

計算関連の科目を開講した．現在，高性能コンピュ

ータと関係技術の急速的な発展と普及に伴い，数値

計算関係の講義はほぼすべて理工系の学生にとって

勉強すべき科目になっている． 

数値計算の計算対象は，微積分，線形代数，およ

び常微分方程式などの典型的な数学問題である．具

体的な内容として，補間，数値微分と数値積分，線

形方程式を解く直接法と反復法，行列の固有値と固

有ベクトルの計算，常微分方程式の数値解法などが

ある． 

2. アルゴリズムと誤差 

2.1. アルゴリズム 

数値計算は単純な数式を使う計算だけではない．

数値計算では，問題の結果を得るための基本的な演

算と演算のシーケンスの全体をアルゴリズムという．

アルゴリズムは，一般的に，ブロック図（フローチ

ャート）でより直感的に示すことができる．数値計

算にとって，適切なアルゴリズムを選択することは

非常に重要である．アルゴリズムの選択によって，

計算量に大きな影響を与えることがある．例えば，

多項式 

𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎0 

の値を求めよう．まず，ai𝑥𝑥𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 0,1,2, … ,𝑛𝑛)を計算し

ておいて，それらの項の合計を計算したら，𝑛𝑛(𝑛𝑛 +

1)/2回掛算と𝑛𝑛回足し算が必要である．この多項式

の表し方を数学的に変換し，次のようになる． 

𝑝𝑝(𝑥𝑥)

= ��… �(𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1)𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−2�𝑥𝑥 + +𝑎𝑎2�𝑥𝑥 + 𝑎𝑎1� 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎0 

この式で計算したら，n回掛算とn回足し算だけで済

む上記の例から，使ったアルゴリズムは，計算の速

度と効率に直接影響する．簡単な問題については，

計算速度とコンピュータメモリの利用量がそれほど

大きな影響がないようですが，複雑で大規模な問題

の場合では，アルゴリズムの選択と構成は決定的な

役割を果たす． 

 一方，不適切なアルゴリズムを使うことは，コン

ピュータ数値計算の近似性とエラーの伝播と累積な

ど原因で計算精度に直接的に影響する．極端の場合，

計算失敗の結果につながることがある． 

2.2. 誤差と評価 

 数値計算では，誤差が重要な指標である．誤差の

大きさを表すには絶対誤差と相対誤差がある．𝑥𝑥の

近似値𝑥𝑥�として，近似値𝑥𝑥�の絶対誤差𝐸𝐸は𝐸𝐸 = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥�で

表す．更に，近似値𝑥𝑥�の相対誤差εは𝜀𝜀 = (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)�/𝑥𝑥で

定義される．違い単位間の精度を比較する時に，相
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対誤差はより精度の特徴を反映することがある． 

3. 補間と応用 

3.1. 補間の基本 

 １日中の気温や風速は時間の関数𝑓𝑓(𝑥𝑥)で表すこと

ができるが，多様性や複雑性など要素の影響で正確

な数式で表すことができない．この関数𝑓𝑓(𝑥𝑥)につい

て，一連の離散的な点𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)だけが既知である．ここ

で，𝑖𝑖 = 0,1,⋯ ,𝑛𝑛とする．ある近似関数𝑔𝑔(𝑥𝑥)はこれら

の点で関数𝑓𝑓(𝑥𝑥)と一致になれば，この関数𝑔𝑔(𝑥𝑥)で，

この関数𝑓𝑓(𝑥𝑥)の近似値を得ることができる．図１で

示される処理は補間のプロセスである． 

図１ 関数の近似 

一般性として，補間を下記のように定義する． 

定義：区間[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]上の連続関数𝑓𝑓(𝑥𝑥)がある．[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]内の

お互いに異なる点{𝑥𝑥𝑖𝑖}𝑖𝑖=0𝑛𝑛 における値 

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑖𝑖 = 0, 1,⋯ ,𝑛𝑛 

が与えられるとき， 

𝒈𝒈(𝒙𝒙𝒊𝒊) = 𝒇𝒇𝒊𝒊   𝒊𝒊 = 𝟎𝟎,𝟏𝟏,⋯ ,𝒏𝒏 (𝟏𝟏)  
となる関数𝒈𝒈(𝒙𝒙)を求めることを補間という．𝒈𝒈(𝒙𝒙)

はある関数類であるが，補間計算の利便性を考え

て，一般的に，𝒈𝒈(𝒙𝒙)を𝒏𝒏次多項式に指定すること

が多い．この多項式𝒈𝒈(𝒙𝒙)を求めるには，以下の三

つ問題がある． 
・多項式𝑔𝑔(𝑥𝑥)の存在は唯一 

・多項式𝑔𝑔(𝑥𝑥)の構成方法 

・近似誤差の評価 

まず，𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛とおくと，条件

（1）から， 

𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥0 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥02 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥0𝑛𝑛 = 𝑓𝑓0 

𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥12 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥1𝑛𝑛 = 𝑓𝑓1 

⋯ 

𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑛𝑛2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑓𝑓𝑛𝑛 

がある．この𝑛𝑛 + 1個の未知変数𝑎𝑎0, 𝑎𝑎1,⋯ , 𝑎𝑎𝑛𝑛に関する

連立一次方程式の係数行列の𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟が𝑛𝑛 + 1になる場

合，即ち，係数行列が正則の場合，この方程式の解

は一つだけになる．従って，𝑔𝑔(𝑥𝑥)がただ一つで求ま

る． 

 ただし，現実的に，𝑔𝑔(𝑥𝑥)を求めるために，複雑な

連立方程式を解かなければならない．直接的に𝑔𝑔(𝑥𝑥)

が構成されない．条件（1）から，直接的に𝑔𝑔(𝑥𝑥)を構

成する方法が実用的に重要な価値がある．方法の一

つはラグランジュ補間である．ラグランジュ補間で

は，ラグランジュ多項式と呼ばれる多項式𝑝𝑝(𝑥𝑥)がつ

ぎのように定義される． 

𝑝𝑝(𝑥𝑥) =  � 𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0
𝑙𝑙𝑖𝑖(𝑥𝑥) 

ここで， 

𝑙𝑙𝑖𝑖(𝑥𝑥)

=
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)⋯ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖−1)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖+1)⋯ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛)

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥0)⋯ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖−1)(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖+1)⋯ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑛𝑛)   

𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 0,1,⋯ ,𝑛𝑛に対して，式（＊）を考えて， 

li�x𝑗𝑗� = �0, 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗
1, 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗 

であるから， 

𝑙𝑙𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 1, 𝑖𝑖 = 0,1,⋯ ,𝑛𝑛 

が成立する．従って，𝑝𝑝(𝑥𝑥)が条件（1）を満たす多項

式である． 

最後に，ラグランジュ補間の近似誤差を考察してみ

る．𝑛𝑛次ラグランジュ多項式𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥)を用いる誤差

𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑥𝑥)が次のようになる． 

𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥) 

𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 0,1,⋯ ,𝑛𝑛において， 

𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) 

があるから， 

𝑅𝑅_𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 0 

になる．したがって， 

𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑘𝑘(𝑥𝑥)�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

 

計算によって， 

𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑥𝑥) =
𝑓𝑓(𝑛𝑛+1)(𝜉𝜉)
(𝑛𝑛 + 1)!

�(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0
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が得られる． 

 ラグランジュ補間で使われるラグランジュ多項式

では，分点数𝑛𝑛が一つだけ増えても，すべてのラグラ

ンジュベース関数𝑙𝑙𝑖𝑖(𝑥𝑥)が再度計算しなければならな

い．これはラグランジュ補間の欠点となる．この欠

点を解消するために，ニュートン差分公式がある． 

多数の分点を用いて，高次ラグランジュ多項式を

構成する場合，近似区間の両端で激しい振動を発生

する現象がよく見られる．このような振動で，分点

間の近似誤差が大きくなる．この問題を回避するた

めに，工学的な対策として，全体の区間を複数の小

区間に分割し，それぞれの区間において，より次数

の低いラグランジュ多項式で近似する．実際，数値

積分では，高次のラグランジュ多項式を使わないで，

１次又は２次ラグランジュ多項式を利用したもので

ある．このような処理では，精度を維持したが，全

体の円滑性が犠牲される． 

3.2. 補間の応用 

 補間は数値計算の基本技術として，数値積分な

ど計算問題の解を求めるとき，よく利用される．数

値積分の台形法とシンプソン法は線形補間と２次補

間の計算式を利用して，導出される．近年，自動運

転や AR や VR など分野への注目が急増している．こ

れらの研究分野では，AI と画像処理がコア技術であ

る．実際，AIと画像処理では，補間の技術が利用さ

れている．人工知能の処理によるデジタル信号処理

では，補間の手法を利用するベクトル学習機構を構

成される[1]．個々の知恵を大きな知恵に統合するた

めにモデルに組み込まれている複数のエージェント

を接続するネットワークプラットフォームでは， 

マルチエージェントを接続しているネットワーク

プラットフォームを用いて，リスクレーダーが，PHP

言語で記述された数学モデルによる駆動ができる．

この数学モデルを構築するには，補間技術が利用さ

れました[2]．BP ニューラルネットワークの補間機

能をもちいる RBF ニューラルネットワークの関数近

似で，土壌の窒素空間の変異を予測することが実現

された[3]．ビッグデータ処理ための機械学習では，

CPU と GPU の協調処理できる並列的な補間アルゴリ

ズムを提案した[4]．衛星画像処理で，異なる時間の

画像に対して，マルチ画像の補間処理を行い，特定

時間の衛星画像を生成する手法を開発した[5]． 

4. 数値積分 

4.1. 数値積分の考え 

数値積分の必要性は関数の原始関数を計算するの

が難しいからである．積分関数𝑓𝑓(𝑥𝑥)の原始関数𝐹𝐹(𝑥𝑥)

による定積分の計算方法は，下記の Newton-Leibnitz の

公式に基づいている． 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 𝐹𝐹(𝑏𝑏) − 𝐹𝐹(𝑎𝑎) 

ただし，この原始関数𝐹𝐹(𝑥𝑥)は，基本関数で表すもの

が少なくて，多くの積分可能な関数の積分は，基本

関数の形や解析的な数式でさえ表すことはできない．

例えば，一般的な正規分布関数 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒−
𝑥𝑥2
2  

の原始関数は基本関数で表すことはできない．それ

だけでなく，多くの実際応用問題，例えば，気象測

定の温度，湿度，圧力など，医療測定の血圧，酸素

濃度などのような特定の時刻での積分関数値のみを

知ることが多い．さらに，積分関数は特定の微分方

程式の解である場合がある．多くの微分方程式は数

値的にしか解けないため，特定の点での関数の値の

みがわかる．これらの場合では，原始関数の方法で

関数の積分を計算することはできない． 

 数値計算では，定積分を計算するために，積分区間

[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]，又はその一部において，原始関数がある関数

で積分関数を近似する方法がよく利用される．特に，

利便性と誤差解析の容易性から，多項式p(𝑥𝑥)で積分

関数𝑓𝑓(𝑥𝑥)を近似し，積分の数値結果を求める．即ち 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

関数𝑓𝑓(𝑥𝑥)を近似する多項式𝑃𝑃(𝑥𝑥)を定めるために，積

分区間[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]を𝑛𝑛分割し，𝑛𝑛 + 1個の分点を 𝑎𝑎 = 𝑥𝑥0 <

𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏 をとり，𝑓𝑓𝑘𝑘 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘)を通る𝑛𝑛次

ラグランジュ補間多項式𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥)を構成する．𝑛𝑛次ラグ

ランジュ補間多項式𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥)を展開すると，下記の一般

的な𝑛𝑛次多項式形になる． 

𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 

従って，𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥)の原始関数𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥)は 
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𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0𝑥𝑥 +
𝑎𝑎1𝑥𝑥2

2
+ ⋯+

𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+1

𝑛𝑛 + 1
  

得られる．ただし，実際の計算として，このような

やり方は限界がある．まず，（＊）のようにラグラン

ジュ多項式を一般式に展開する計算は複雑である．

また，近似精度を達成するために，積分区間の分割

数が多くなる必要がある．」その場合，高次多項式の

利用によって，計算式が複雑になるだけではなくて，

近似精度が逆に悪化してしまうことがある． 

 実際の計算では，計算の効率化を実現するために，

次の対策を採用する．まず，積分区間の分割につい

て，ランダムの分割ではなくて，等間隔の分割を実

施する．即ち，ℎ = (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)/𝑛𝑛とおくと， 

𝑥𝑥0 = 𝑎𝑎, 𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎 + ℎ, 𝑥𝑥2 = 𝑎𝑎 + 2ℎ,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎 + 𝑛𝑛ℎ = 𝑏𝑏 

となる．次に，連接の複数分点で構成された小区間

において，低次ラグランジュ多項式で積分関数を近

似する．このようなアプローチで典型的な台形公式

とシンプソン公式が導かれる． 

4.2. 台形公式 

隣接の二つ分点を通る１次ラグランジュ多項式で

積分関数を近似し，得られた計算公式は台形公式と

呼ぶ．具体的な流れを説明する． 

積分区間[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]を𝑛𝑛等分し， 

ℎ = (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)/𝑛𝑛 

xi = 𝑎𝑎 + 𝑖𝑖ℎ  (𝑖𝑖 = 0,1,2,⋯ ,𝑛𝑛) 

となる場合， 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= �� 𝑝𝑝𝑖𝑖(𝑥𝑥)

𝑥𝑥𝑖𝑖+1

𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=0

 

となる．ここで，𝑝𝑝𝑖𝑖(𝑥𝑥)は分点(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑓𝑓𝑖𝑖)と(𝑥𝑥𝑖𝑖+1, 𝑓𝑓𝑖𝑖+1)を通

る直線である．ラグランジュ多項式によって， 

𝑝𝑝𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖+1
𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖+1

+ 𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖

 

となる．従って，台形公式 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= �

ℎ
2

(𝑓𝑓𝑖𝑖 + 𝑓𝑓𝑖𝑖+1)
𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=0

 

= ℎ(
𝑓𝑓0
2

+ 𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓2 + ⋯+ 𝑓𝑓𝑛𝑛−1 +
𝑓𝑓𝑛𝑛
2

) 

が導かれる． 

4.3. シンプソン公式 

 台形公式では，隣接の分点を結ぶ直線で積分関数

を近似したが，隣接の三つ分点を結ぶ放物線で近似

する方法がシンプソン法と呼ぶ．この方法で導出し

た計算式はシンプソン公式である． 

 積分区間[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]を2𝑛𝑛等分し， 

ℎ = (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)/2𝑛𝑛 

xi = 𝑎𝑎 + 𝑖𝑖ℎ  (𝑖𝑖 = 0,1,2,⋯ ,2𝑛𝑛) 

となる．従って， 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= �� 𝑝𝑝𝑖𝑖(𝑥𝑥)

𝑥𝑥2𝑖𝑖+2

𝑥𝑥2𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=0

 

がある．ここで，𝑝𝑝𝑖𝑖(𝑥𝑥)は分点(𝑥𝑥2𝑖𝑖 , 𝑓𝑓2𝑖𝑖)と(𝑥𝑥2𝑖𝑖+1, 𝑓𝑓2𝑖𝑖+1)

と(𝑥𝑥2𝑖𝑖+2, 𝑓𝑓2𝑖𝑖+2)を通る放物線である．ラグランジュ多

項式によって， 

𝑝𝑝𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓2𝑖𝑖
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖+1)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖+2)

(𝑥𝑥2𝑖𝑖 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖+1)(𝑥𝑥2𝑖𝑖 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖+2) 

+𝑓𝑓2𝑖𝑖+1
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖+2)

(𝑥𝑥2𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖)(𝑥𝑥2𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖+2) 

+𝑓𝑓2𝑖𝑖+2
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖+1)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖+2)

(𝑥𝑥2𝑖𝑖+2 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖)(𝑥𝑥2𝑖𝑖+2 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖+1)
 

となる．台形公式の導きと同じように， 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= �

ℎ
3

(𝑓𝑓2𝑖𝑖 + 4𝑓𝑓2𝑖𝑖+1 + 𝑓𝑓2𝑖𝑖+2)
𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=0

 

=
ℎ
3

(𝑓𝑓0 + 4𝑓𝑓1 + 2𝑓𝑓2 + 4𝑓𝑓3 ⋯ 3𝑓𝑓2𝑛𝑛−2 + 4𝑓𝑓2𝑛𝑛−1 + 𝑓𝑓𝑛𝑛) 

が得られる． 

 同じ分割数で積分区間を分割する場合，台形公式

と比べて，シンプソン公式はより小さい誤差と少な

い計算量の特徴が現れる． 

4.4. 数値積分精度の追求 

台形公式とシンプソン公式の分割数の増加で数値

積分の精度を改善できる．ただし，こうすると，計

算量の倍増が避けられない．高精度と低計算量で数

値積分の計算を実現するために，いろいろなアルゴ

リズムが提案された．典型的なアルゴリズムとして，

ロンベルグ（Romberg）法がある．研究によって，台

形公式又はシンプソン公式のような一定の分点間隔

で積分問題の答えを求める計算では，分点の間隔ℎ

が半分にすると，下記の興味深い現象が確認できる． 

ここで，記号𝐼𝐼(𝑓𝑓)が積分を示すものである．即ち， 

𝐼𝐼(𝑓𝑓) = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
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また，記号𝐼𝐼(ℎ)は台形公式又はシンプソン公式を用

いて，分点間隔ℎで計算された積分公式である．分点

間隔ℎと分割数倍の分点間隔ℎ/2の計算結果をしら

べてみると，下記のようになる． 

𝐼𝐼(𝑓𝑓) − 𝐼𝐼(ℎ) = 𝑐𝑐ℎ𝑚𝑚 + 𝑜𝑜(ℎ𝑚𝑚) 

𝐼𝐼(𝑓𝑓) − 𝐼𝐼 �
ℎ
2
� = 𝑐𝑐 �

ℎ
2
�
𝑚𝑚

+ 𝑜𝑜 ��
ℎ
2
�
𝑚𝑚

� 

上記式から， 

𝐼𝐼(𝑓𝑓) − 𝐼𝐼 �
ℎ
2
� ≈

𝐼𝐼 �ℎ2� − 𝐼𝐼(ℎ)

2𝑚𝑚 − 1
 

となる．したがって，積分𝐼𝐼(𝑓𝑓)の近似値は 

𝐼𝐼(𝑓𝑓) ≈ 𝐼𝐼 �
ℎ
2
� +

𝐼𝐼 �ℎ2� − 𝐼𝐼(ℎ)

2𝑚𝑚 − 1
 

で計算される．上式から分かるように，積分区間の

分割数を倍する前後の積分計算値𝐼𝐼(ℎ)と𝐼𝐼(ℎ/2)を使

う単純な四則演算だけで，精度が大幅に向上される

計算結果が期待できる．更に，このように得た結果

を利用し，似ている四則演算を行うと，再度計算精

度の大幅改善ができる．これについて，Euler-Maclaurin

定理がある． 

Euler-Maclaurin 定理 

２階公式𝐼𝐼(𝑓𝑓) = 𝐼𝐼(𝑚𝑚)(ℎ) + 𝑜𝑜(ℎ2𝑚𝑚)がある場合， 

𝐼𝐼(𝑚𝑚+1) �
ℎ
2� = 𝐼𝐼(𝑚𝑚) �

ℎ
2� +

𝐼𝐼(𝑚𝑚) �ℎ2� − 𝐼𝐼(𝑚𝑚)(ℎ)
2𝑚𝑚 − 1 + 𝑜𝑜(ℎ2𝑚𝑚+2) 

ここで，添字𝑚𝑚が𝑚𝑚回目の計算結果を示す．従って，

上式を繰り返し使うと，より精度の高い結果が得ら

れる． 

4.5. 数値積分の応用 

 自動車開発や建築設計や天気予報や集積回路設計

など産業と日常生活と密着する分野では，計算力学

をサポートする基礎技術として，数値積分の応用が

不可欠の存在である[6]．具体的に，線積分，面積分， 

体積分，平面図形の性質，有限要素法，境界要素法

は数値積分を利用している．また，宇宙開発では，

例えば，人工衛星の発射軌道計算，月面着陸の計算

問題で，数値積分も使われている．従って，現在数

値積分は殆どの産業にとって，重要な技術である．

新しい問題に対する新しい数値積分のアルゴリズム

の研究と開発も世界中に行っている． 

5. おわりに 

コンピュータとコンピューティング手法の急速な

発展により，ほぼすべての専門分野で定量化と高精

度化が展開しており，計算物理学，計算化学，計算

生物学，計算地質学，計算気象学などの一連の計算

分野の分岐が生じている．本論文では，数値計算の

補間と数値積分の代表的なアルゴリズムを説明し，

誤差の影響など重要な問題を議論した．更に，数値

計算の応用分野と補間と数値計算の典型的な応用例

を紹介した．特に，人工知能や自動認識など近年注

目される研究分野での応用での研究例を上げて，補

間アプローチが基本技術の一つとして，その重要性

を説明した．理工系の学生にとって，数値計算は修

得すべき重要科目の一つである． 
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